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|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 1 :

Calculer log;10, logs27, log,,2, log;15.



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 1 : Correction

095(10) - ™% _ 2 0950

In(3)

Rappel
ogs(27) = "27) 5 0478
00, = Inx In(5)
Inb
0g11(2) = "2 - 0,2801

In(11)

N—

09,(15) - "% _ 2 3657
I In(z)



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 2 :

e Quel est le logarithme de 81 dans la base 3 ?
e Quel est le logarithme de 16 dans la base 2 ?

* Quel est le nombre dont le logarithme est -2 dans la
base 47



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 2 : Correction

* Quel est le logarithme de 81 dans la base 3 ?

In(81) In(3*) 4xIn(3) A
In3) In(3) In@3)

x =log;(81) =

* Quel est le logarithme de 16 dans la base 2 ?

_In(16) _In(2*) _4xIn(2)_,

y=|092(16)-|n(2) In(2)  In(2)



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 2 : Correction

* Quel est le nombre dont le logarithme est -2 dans la base 47?

l0g4(z)=-2 ::Ei; -2 <In(z)=-2In(4)

- 7= e—2|n(4)

©Z=4“2=i

16




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 3:

Démontrer les deux égalités suivantes

log, 7.log5 7.logs 7
l0g30 7

log, 7.logs 7 +logs 7.logs 7 +log, 7.10gs 7 =

log,n(x) = %Ioga(x)



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 3 : Correction

log, 7.logs 7 +logs 7.logs 7 + log, 7.10gs 7

1 1 1

=log, 7.log; 7.logs 7
J2 (1093 11095 Iog57+I0927+Iog37

=log, 7.logs 7.logs 7

In(5) .\ In(2) .\ In(3)
In(7) In(7) In(7)

=log, 7.logs 7.logs 7

IN(5)+In(2) +In(3)
In(7)

Rappel :
Log,(b)=In(b)/In(a)




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 3 : Correction

log, 7.logs 7 +logs 7.logs 7 + log, 7.10gs 7

1 1 1

=log, 7.log; 7.logs 7
J2 (1093 11095 Iog57+I0927+Iog37

=log, 7.logs 7.logs 7

In(5) .\ In(2) .\ In(3)
In(7) In(7) In(7)

=log, 7.logs 7.logs 7

IN(5)+In(2) +In(3)
In(7)

Rappel :
|I092 7.logs 7.logs 7 PP

_ 00,0 7 Ln(a)+In(b)=In(a*b)




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 3 : Correction

I
1-
o
(@]
Q
—_—
x
~——




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 :

Résoudre des équations définies sur R par :
(MIn(Xx+1) + In(x-2) = In18
2) In|x|+ In|x+1] =0

(3) 9X + 3X -12 =0

4) x* =(Vx)"



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 ;: Correction

RAPPEL

b C
ax’ +bx+c=0 a0 X2+-x+-=0

a a
A <0 pas de racine réelle

A= b2 —4ac <— A =0 uneracine double x = ;—b

a
—b+A/A

2a

A >0 deux racines x4 =

—b-+/A
2a




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 : Correction

(1) In (x+1)+ In(x-2)=In(18)

x+1>0 {x>—1© X € 2]

Domaine de définition :
x+2>0

X> 2

Résolution de I'équation ;N (X+1)+ In(x-2)=In(18)
< In ((x+1)(x-2)) = In(18)
o (x+1)(x—-2)=18

e x2-x-20=0

A=1+4x20=81=9? x1=%=5 x2=%=—4 impossible




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 : Correction

(2) In‘x‘ + In‘x + 1‘ =0

Domaine de définition : {X g 01 = x €R-{-10}
X # —

Résolution de I'équation : In‘x(x + 1)‘ =0=In(1) <= ‘x(x + 1)‘ =1

X(x+1) =1 tou-
—
-X(x+1)=1
; x =15 o618
a) x“+x-1=0 A=1+4=5 2
x2=‘1‘2*/5=-1,618



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 : Correction

(2) In‘x‘ + In‘x + 1‘ =0

b) x> +x+1=0 A=1-4=-3 pas de racines réelles

= |2 solutions qui sont : x,=0,618 et x, =-1,618




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 : Correction

(3) 9%¥+3*-12=0

< 3%X13¥_-12=0 onpose X =3 X>0
< X%+ X-12=0

A=1+4x12=49 =72




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 ;: Correction

(3) 9%¥+3*-12=0

< 3%X13¥_-12=0 onpose X =3 X>0
< X%+ X-12=0

A=1+4x12=49 =72

X=3"r3x=3 = x=1 Impossible

Solution unique x =1




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 4 : Correction

(4) x*/; = (\&)X x>0

- ew/;In(x) _ exln(\/;) = \/;In(x) = %In(x) =N (\/; - ;)In(x) -0

\
In(\&): In(x”z): %In(x)

e?=eP = a=bcar exponentielle strcitement monotone
In(x) =0 x=1 x=0
=> ; <9 X 2 ~ X=4
X—£=O X=73X —4X=O -

Solution possible x =1 etx =4




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 5:

Résoudre le systéme suivant dans R

{4(Iogxy+logyx)=17 avec x>y > 1

Xy =243



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 5: Correction

{4 (logy y +log, x) =17

avec x>y>1
Xy = 243

_ 1
log,, (x)

On sait que log,(y) - log,(x)=1 donc log,(y)

On pose log, (x)= X = Iogx(y)=)1(

4(logy(y)+log, (x)) =17 < 4(X+ )1() =17

2
4(x +i]=17©4 X“+1 47
< 4X2 417X +4 =0 X X

S4X2%2+4=17X




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 5 : Correction
4X? - 17X +4 =0

1

A=172 —4xdxd=152  x, 1715 1 Xi=g
Xo=4—carx>y

1/4

1
Iogy(x)=4<l>x=y4 Iogx(y)=1@x =y

4
Le systeme a résoudre s'écrit:  JX=V 5 _243_35
Xy =243

y=3
x =3% =81




|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 6 :

Résoudre les systémes suivants dans H

{xz + y2 =12
In(x)-In(y) =1In(2)

X+y=1
2% =37



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 6 ; Correction

{xz + y2 =12
In(x)-In(y)=1In(2)

Domaine de définiton: x>0ety>0

Reésolution de I'equation : X2 4 y? =12 X2 +y? =12
> =3
|n(x) —In2) |%-=2
L \Y LY
X =2y
<=
4y? +y? =5y° =12



|. Logarithmes et exponentielles

Exercice 6 ; Correction

{xz + y2 =12
In(x)-In(y)=1In(2)

12 3 3
©y2=5 y=¢2\g X=i4\/;

Solution:

X =31
y =155




|. Logarithmes et exponentielles
Exercice 6 : Correction
{x+y 1
4 X(In(2)+1In(3))=In(3)
xIn(2x3)=1In(3)

@>x+y=1
xIn(2) = y In(3) |XIn(6)=In(3)

_In@3)
_ {y 11— x L In(6)
xIn(2) = (1= x)In(3)
: ., Ind) [[ _In2)
y=1-x - In(6) _ = n(6)

=1 @) =) ]
In(6) “Tine) [T i)
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ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 1 : Calculer les dérivées premieres des expressions suivantes

SiNX — COS X
SINX + COS X

5

- 2
2 X" -1 y4=Sin X

Y2 = 1

X
x% -1

y1= Y3 =

vs =sin(x®)  yg =cos*(2x? +5x) y7 =tan(Vx)  yg =cot>(x*)

. Inx
yg =arcsin3xarccos2x Yo =arctan(sinx) Y11 =arccos - yq = —
yia =In(tan>) yi4=In 1+ sinx V15 =109z V3x3 + X2 42 y.q = g0S(V0)
2 1-sinx
21 ~ |
yiz=€" " yg=2 e y1g =Sin(x*)  Yaq =(sinx)">>*



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 1 : Correction

y o8 Vx (x2 +1) v X +2
= —— 2 =

T2 (x2 2 VX2 Z1.(2x +1)?

' 2 ' . 4 . 4

Y =— > Y4 =9 (sinx)’(cosx) =95 sin” x cosx

(sinx +cos x)

o 4 5 o 3 2 . 2
Y5 =9X Cos(x™) Yg =—4.(4x+93).cos”(2x“ +5x).sin(2x” + 5X)

1
2\/; cos? \/;

1
Y1 =0 0x

(1+tan®vx) =




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 1 : Correction

3 2,4
Yg =- 12 x cot?(x?)=-12 x3 5 (x7)
8 20,4 . 4, 4
sin“(x") sin™(x™)

v _ 3 arccos2x 2 arcsin3x Y= Ccos X

10 = .
\1-9x? V1-4x? 1+ sin? x

PR x* 1 1-1
Y11= 31 2 .~ yi, 12X
X< \x% -1 ‘x| \x?% —1 12- 2

Via = 1 = 1 V! 2COS X 2
13 1=, =
23|n)2(cos)2( sinx 1-sin“ x COSX




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 1 : Correction

, 1 Ox? +2x , u
Yi5 = 3 2 Yie=¢ -
2In3 3x° + x° +2
' X X2+1 ! _E
Yir="T5—-¢€ 18 = 2
X< +1 X

Y49 = (1+Inx).x*.cos(x*)

Y50 =|-sinx.In(sinx) + cot x.cos x | (sinx)**%*




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 2:

Calculer la dérivée logarithmique et la différentielle logarithmique
des fonctions suivantes puis en déduire la dérivée et la
différentielle :

y1 = xe™ sin™ x (k, n, m constantes)

x3\/1+lnx

(1+ x)*

Yo =



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 2 - Correction : Rappels

DERIVEE LOGARITHMIQUE

]’=f’(x)

[Inff(x) o0

DIFFERENTIELLE LOGARITHMIQUE

f(x)dx df

]’.dx =
f(x) f

dInf (x)] = [Inf(x)




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 2 - Correction

y1=x"e™ sin™ x (x=0)
* Dérivée logarithmique [In‘y(x)]’ = [In‘f(x)]’ +-[In|g(x)]’
V1 K hemSX K meotx
yi X sinx X

- Différentielle logarithmique d[|n‘y(x)|] = d[mlf(x)‘]'*d[ln‘g(x)‘]

%=k% +Nn dx+mCOSXdX= 5+n+mcotx

Y1 X sinx X

0)4




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 2 - Correction
e Dérivée
kenx

k
—+n+mcotx
X

Yi=Y1 K e n+meotx| = (x"“e™sin™x)
X

e Différentielle

E+n+mcotx dx

X

dyq =Yy §+ n+mcotx| dx =(x"e™sinMx)




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 2 - Correction

x3 V1+InXx
Yo = 2 x>0
(1+ x)

* Dérivée logarithmique [In|y(x)

| =[infC)] -[ing(x)]

y2=3.1+1. 1 -4, 1 = S—X + L
Yo x 2 x(1+Inx) 1+x x(1+x) 2x(1+Inx)

* Différentielle logarithmique .d[ln‘y(x)‘] = d[|n|f(x)‘]—d[ln‘g(x)‘]

dy72=3dx+ dx _4dx=(3—x)dx+ dx
Yo x 2x(1+Inx) 1+x x(1+x) 2x(1+Inx)




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 2 - Correction

e Dérivée
v — x? [(3-x) \/1+Inx+ 1
2Taextl (+x) 2 +inx

e Difféerentielle
dy, = ypdx

X2

(1+ x)*

(3-x) V1+Inx 1

+ dx
(1+ x) 2 V1+Inx




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 3:

On considére la chute ralentie d’'une bulle de savon lachée dans
'air avec une vitesse verticale initiale nulle. Les résultats sont
consignés dans le tableau suivant ou z désigne lI'espace parcouru
par la bulle pendant le temps t:

t(s)

0

1

2

3

4

5

6

/

8

9

10

z(cm)

50

48,9

46,6

43,5

40,0

36,2

32,4

28,5

24,5

20,6

16,6

a) Tracer les graphes z(t) et sa dérivée numérique z'(t). Les décrire.

b) L’équation du phénomeéne est de la forme : z(t) = 56,6 -4t -6,6 e

-0,6t

Comparer les valeurs de la dérivée obtenues par la méthode
numerique aux valeurs calculees analytiquement.




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 3 - Correction

a) Tracer les graphes z(t) et sa dérivee numérique z'(t). Les décrire.

fonction z(t)




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 3 - Correction

a) Tracer les graphes z(t) et sa dérivée numeérique z'(t). Les décrire.

r—
—~~
(2]
~—"

Z,(ti + ti+1) _Zin =7

z(cm) | t(s) if(cm.s"')

2 ti1—t

0 0 1 05 110

_ g(cm 8—1) 1 48.9 15 2.3

At 2| 466 1 o5 34

4 40 4.5 3.8

. , 5 36.2 5.5 3.8

Dérivée Z'(1) 6 32 4 6.5 39

L 7 28.5 g 4
o 1 \ 8 245 | g5 -39

- 9 20.6 o5 ”)

T — ] 10 16.6




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 3 - Correction

a) Tracer les graphes z(t) et sa dérivée numeérique z'(t). Les décrire.

Fonction z(t) décroissante donc la
dérivée est négative

Fonction

Z(t)

A l'origine, derivée z’' équivaut a 0

Dérivée 2'(t) Quand t augmente, z’ tend vers la
valeur limite -4 cm.s™

2 4 6 8 La courbe Z'(t) présente une
t asymptote z’=-4 cm.s™"



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 3 - Correction

b) Comparaison dérivée analytique et dérivée numérique :

. 2=56,6-41-6,6€ 05t

ts) | z(em) | t(s) | 2Zems™| Z (cms)
z (cm) t(s) At
0 50 05 110 -0.04
1 489 | 15 23 -1.07
2 466 | o5 31 -2.39
Z'(t)=-4+3,96e 0.° 3 435 | 35 35 -3.12
| 1 4 40 | 45 | .38 392
Z' (cm.s™) 5 362 | 55 38 -3.73
;s 0% %0 T
_ Z li +tis1) _ Ziv1 =2 8 24.5 232 _‘_19 -3.96
2 tig—t; 9 206 | 95 4 -3.98
10 16.6 -3.99

= E(Cm.s‘1)
At



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 :

En courant alternatif de fréquence f, I'impédance Z d’'une bobine
d’inductance L et de résistance R est donnée par la relation :

Z= \/Rz +?w? avec la pulsation w=2pf.
Résistance R = 10000 Q, Inductance L =30 H et f=50Hz

a) Comparer la variation de I'impédance lorsque f augmente de 2Hz
puis quand f diminue de 5 Hz. Comparer les valeurs exactes aux
valeurs approchées par la différentielle.

b) Calculer les incertitudes absolue et relative sur la valeur de Z si f
est connu a = 3 Hz.

c) Calculer la variation de I'impédance lorsque R diminue de 100 W.

d) Calculer les incertitudes absolue et relative sur la valeur de Z si L
estconnuat1H.



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

Impédance d’une bobine: Z = \/Rz + 1 %0? w = 27af

Résistance R = 10000 Q, Inductance L =30 H

Pulsation o , Fréquence f = 50 Hz
Z = (R? + 4n°L%%)V2 = 13741,4133 Q

a. Variation de la fréquence f : Afi1= + 2 Hz, Af,=-5 Hz
Z55=14002,6668 2

ANZ =25y — Zgy =+ 261,2535 Q
Z45=13112,9484 Q

Variation exacte AZ

AZ, = 245 — Zso =- 628,4649 Q



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

Variation approchée : différentielle dZ

__ @) AntLCf
\/Rz +4m?L°f? Z

dfi=+2Hz  dZ,;=+ 258,56 Q AZ, = + 260 Q

dZ df

df;=-5 Hz dZ, =-646,41 Q AZ; ~ - 650 Q2



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

b) Calculer les incertitudes absolue et relative sur la valeur de Z si f
est connu a = 3 Hz.

oL
Incertitude absolue:  AZ :‘g‘“ =dz

On dérive par rapport a la variable f, les autres sont des constantes

1/2
2,2 2,2 _ 2 2A~2 2¢2
I G ) LR P (R? +L7222%%)
2 2122 V4 /
\/R +4n”L°f dZ:gdf on utilise @”):nu’u”‘1
A
1 2 2:Ym2 o2 N V2
Z=—(2x427% YR?2 + 2L f
d Z(X p X + m‘) d
2 2
AZ = 47" x 307 x50 « 3| =387,8 = 400
100002 x 472 x 302 x 502

Arrondi
* Incertitude absolue: Z=13700 Q = 400 Q supérieur



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

b) Calculer les incertitudes absolue et relative sur la valeur de Z si f
est connu a + 3 Hz.

. . AZ
Incertitude relative : —
Avec Z = (R? + 4n®L%%)V2 = 13741,4133 Q

4772 % 302 x50

X 3
AZ _ \/1 00007 x 4772 x 302 x 502

=0,028=0,03
Z 13741,4133
A dZ 400
o : ive:r — =S = = 0,03 = 3%
Incertitude relative 7 up 71~ 13700 o




ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

c. Variation de la résistance R: AR=-100 Q.

Variation exacte:

AZ = Zgg00 ~ Z10000 = 72,60 ©
Variation approchée: differentielle dZ

R dR=EdR

47 -
JR? 4 4n212f2 Z

> AZ ~-73Q

dR =-100 Q

dZ4=-72,77 Q



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

d) Calculer les incertitudes absolue et relative sur la valeur de Z si L
estconnuazt1H.

oL
Incertitude absolue : AZ =‘E‘A'—:‘d'—‘

(47°f2) L

2,2
L f L dZ = + 215.47.. Q

'\/Rz +4.7T2L2f2 ‘ /

RZ4ArT Majore a l'unité
AL _‘E‘AL_‘C’L‘_?’OO supérieur

dZ

* Incertitude absolue: Z = (13700 = 300) Q



ll. Dérivées et difféerentielles - Fonctions d’'une variable

Exercice 4 - Correction

d) Calculer les incertitudes absolue et relative sur la valeur de Z si L
estconnuazt1H.

: : AZ
Incertitude relative : —
Avec Z = (R? + 4n?L%f2%)V2 = 13741,4133 Q

AZ = ‘g‘AL ~|dL| =300
a
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Logarithmes et exponentielles
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lll. Etude de fonctions

Exercice 1:

Etudier le sens de variation et faire la représentation graphique des

fonctions suivantes :

1+Inx 5

<
N
I
b3
)

Y1



lll. Etude de fonctions

1+Inx
X

Exercice 1 - Correction Y1 =

» Domaine de définition : x>0 et D=R*"



lll. Etude de fonctions

1+Inx
X

Exercice 1 - Correction Y1 =

» Domaine de définition : x>0 et D=R*"

» Limites :
x—=0" In(x)—-o lim _, X
x—0 X
=> asymptote verticale x =0 (axe Oy)
X — 400 y — 1 + M - 0
X X

= asymptote horizontale y = 0 (axe Ox)



lll. Etude de fonctions

| _ _ T+Inx
Exercice 1 - Correction Y1 = x
> Deérivées :
X 1—(1+In(x))
Y = "y _ _In(x)
x2 x2

y'=0 X =1 y =1

o _/
Y

maximum

y'>0 X <1
y'<0 X >1



lll. Etude de fonctions

Exercice 1 - Correction Y4
» Deérivées :
1
y' =-
x? X2
y'=0 X =1 y =1
\— /
VT
maximum
y'>0 X <1
y'<0 X >1

1+Inx

.1+2xln(x)
" X

_ 2In(x) -1

y' =
X4

X

3

0 In(x)=1<i>x=\/5 y =0,91
2 !
—
inflexion
y">0 x >165
y"<0 x <165



lll. Etude de fonctions

. . _ 1+Inx
Exercice 1 - Correction Y1 = "
» Tableau de variation :
X 0 1 e'’” oo -

+ 0

1

-1.0

<
1
00 05 10 15
] ] ] |

-2.0
|




lll. Etude de fonctions

Exercice 1 - Correction y, = Xe

» Domaine de définition: D=R

f(-x) = - f(x) la fonction est impaire

> Limites :

X — 400 y= —>O+

X — —© y —0"

~Asymptote y = 0 (axe 0x)




lll. Etude de fonctions

1l
P
®

N

Exercice 1 - Correction Y,
> Dérivées :

2 2 2
y = ’2+x(—27x)e‘x /2 =(1—x2)e‘x /2

®x=—1 y=-0,61 y' >0 pour -1<x <1
x=1 y=061 y'<0 pourx <-1etx>1

2 2 2
Y= —2xe 12 +(1—x2)(—2?x)e‘x 12 _ x(x2 -3)e /2

y"=0
x=0 y=0 y' =1
x=—3 y=-0,39 y'=-045 -inflexion
x=43 y=039 y'=-045




lll. Etude de fonctions

I
X
@

N

Exercice 1 - Correction Y,

> Tableau de variation :

|

X|_o -3 1 0 1 43 e

o
w
©
Y
|

|

-06 -04 -02 00 02 04 06




lll. Etude de fonctions

Exercice 2 :

Etudier le sens de variation de la fonction :

Montrer que cette fonction possede une fonction réciproque dont on
donnera [l'expression. Représenter graphiquement Iles deux

fonctions dans le méme systéme d’axes.



lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction

1+ x
y — |n -
1-x
» Domaine de définition :
, X e -1 +00
X0
1- x 1+x - 0 +
D= ]_1,1[ 1-X + + 0
Q - 0 + “
> Parité
1_Xx 1+ x
f(-x)= In(1 . x) = —In(a) = - f(X)

fonction est impaire




lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction

1+ X
y = In ——
1-x
» Limites
1 2
X — 1+i — 0" +00 y — +© = asymptote verticale x =1
1 0
X — -1 % — 5= 0 y = —x => asymptote verticale x = -1

» Dérivées y =In(1+x)-In(1-x)

, 1 -1 2
/ =1+x_1—x=(1_x2)




lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction

y = In T+x
1-x
Y’ = [2(1 _ x2 )_1 - 2(-1)(1 _ xz)_2 (<2x) = — X

-

> Tableau de variation :




lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction Fonction réciproque :

La fonction est continue et strictement monotone, c’est donc une
bijection réciproque.

y=|n(1+xj XE]—1,1[ yER
1-x
= e =1+X©ey(1—x)=1+x

- X

©ey—1=x(1+ey)




lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction Fonction réciproque :
e’ -1
X =

eV +1

> Parité

e—X _1 e_X (1 - eX

f(-x)= = = —f(x) fonction est impaire
e +1 e‘x(1+e") P

> Dérivées

e ex(ex +1)—(ex —1)ex ) 2 a0 vx
(ex +1)2 (ex +‘I)2




lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction Fonction réciproque :

eV -1

eV +1

X \
y"= _29 (eX_1)
3 '

(e" + 1)

y'=0=e"=1<x=In(1)=0 y=0 y'= % Point d'inflexion
» Limites
( 1)
e” -
X—>+400 Y= > 91 < —1 = asymptote horizontale y =1
e*[1+ —
\e")

X—>-o e%—=0 y — -1 = asymptote horizontale y = -1



lll. Etude de fonctions

Exercice 2 - correction Graphe :




lll. Etude de fonctions

Exercice 3:

Trouver les limites des expressions suivantes :

X _ o X o x -1 . Inx . Sin3x
A=Iime e B = lim C=Ilim— D= lim
x—0 Sinx x—=1xM _1 x—=>1X =1 X_’Ox_sinzx
2
COS X X sin x X -X 2
. e-e im e —e . e +e "t =x°=2
E = lim =—— F=m, - G= lim —
x—=0 x X x=0 sin“x-x

H = lim (cos x +sinx)"*

x—0



lll. Etude de fonctions

Exercice 3 - Correction

X -X
. e’ -e
A= Iim , =2
x—0 SInNX
. Inx
C=Ilm—=1
x—=1X -1
COS X

Rappel 0/0 est une Forme indéterminée,
penser a utiliser la régle de I'hospital.

X -1 1

B =Ilim
X—>'|Xn_1 n

D< lim sSin3x =-§
x—0 i 2
X - —Sin2x
2
X sin x 1
F=lim = —
x—0 X3 6




lll. Etude de fonctions

Exercice 3 - Correction

X —X 2
. et +e "t =xc=-2 1
G = lim > 5 =——
x=0 gin“x-x 4

H = lim (cos x +sinx)"* = 1

x—0



Sommaire des exercices

Logarithmes et exponentielles

Dérivées et différentielles - Fonction d’'une variable
Etude de fonctions

Dérivées et différentielles - Fonction de plusieurs
variables

Exercices complémentaires



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 1:

Calculer les dérivées partielles premieres et secondes, puis la
différentielle totale de la fonction.

F(x,y,z) = 8 xy223- 3 X2y Z+5x°+ 4 y+9 7>



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 1 - Correction
F(x,y,z) = 8 xyzzs- 3 xzy Z+5x%+4 y+9 z°

. = 8y223 - 6xyz+10x
oX

9°F 9

axz 3¢

oF
X

=-6yz+10

oF
0x

°F 0

= =16yz3—6xz
yax 9y

oF
0X

°F 9

= = 24y%7% —6x
0ZoX 0Z 4 4




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 1 - Correction

F(x,y,z) = 8 Xyzzs- 3 xzy Z+5x%+4 y+9 z°

. £=16xyz3 ~3x°z+4

ay

2

°F _ 9 |9F = 16yz° - Bxz
axay ox|oy

0°F 9 [oF 3

= =16xz

gy? dy|dy

2

o°F _ 9ok =48xy22—3x2
dzdy dz|dy




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 1 - Correction

F(x,y,z) = 8 xyzzs- 3 xzy Z+5x%+4 y+9 z°

oF

. = 24xy222 — 3x2y + 2772
0Z
2
J0°F _ J |oF =24y222—6xy
0Xd0Z o0X|0Z
2
°F _ oF =48xy22—3x2
dydz dy| oz
9°F o [oF 5
= =48xy“z+ 54z
822 0Z| 0z




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 1 - Correction

F(x,y,z) = 8 xyzzs- 3 xzy Z+5x%+4 y+9 z°

e Différentielle totale

dF = (8y223 - 6xyz+10x) dx + (16xyz3 ~3x°%z+ 4) dy

+ (24xy222 ~3x%y +272° ) dz




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 2 :
Soit f(x,y) la fonction des deux variables réelles x ety, définie pour §> 0 par :
f(x,y) = x arc tan . In y
X X
a) Ecrire la différentielle totale df de cette fonction. 2 2
d d
b) Calculer ses dérivées partielles secondes. Vérifier que : =
oxoy dyox
2 2 2
¢) Calculer I'expression E = X2 i + 2XY of + y2 6—2

ox> axady ay



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 2 - Correction
Yy Yy

f(x,y) = x arc tan —+ In =
X X

a) Dérivées partielles premieres et difféerentielle totale.

arctan(u(x))’ = 1 5 u'(x)
1+ u(x)

2
a—f=arctanz— v 1 af: X +1
ox X X2 + y2 X ay X2 + y2 y

df = gdx + gdy
X Y
y Xy 1 x? 1
df =|arctan= - —— | dx+ +—| dy
X x%4 y2 X x? + y2 y




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 2 - Correction

f(x,y) = x arc tan L In Y
X X
b) Dérivées partielles secondes.
2 2
. T - Y larctan? - X e 2
dydx dy X x%24y?2 X| (x?+y?)
. o°f 0 X2 +1 _ 2xy2
IXdy X|(x24+y? Y| (x?+y?)?
2 2y° 1
.af_ arctan? - LY 2y22+ 5
ax2  0X X x%24y? X (X“+y°) x
COF ol X2 2y
oy2 Y |x24y? Yy (x2+y2)2 Y2




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 2 - Correction

f(x,y) = x arc tan Y In Y
X X
c) Calcul de E.
> 0°f *f 5 9°f _

e E=x"——+2xy ——+y°"—=0
9x? oxay ay?



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3:

L'équation d'état d'un gaz, selon VAN DER WAALS, s'écrit:
a
(P+)(V—b)= RT
V2

ou P est la pression, V le volume, T la température et a, b et R sont
des constantes.

L’étude des équilibres liquide-vapeur montre que I’état liquide ne peut étre
obtenu que pour des températures inférieures a une certaines « temperature
critique » T, pour un « volume critique » V...

a) Calculer V_et T, sachant qu’ils vérifient simultanément :

2
[GF’] =0 et il
oV
T=T,

L
gV2
C

T=T,




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3:

b) En déduire la pression critique T.a I’aide de I’équation de VAN DER
WAALS.

c) Enposant: p P’ A T.

Ecrire la nouvelle forme de I’équation de VAN DER WAALS. Montrer que
p et t étant évidemment positifs, v doit étre supérieur a une valeur que I'on
precisera.



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3 - Correction
a
Equation de VAN DER WAALS : (P + ﬁ)(v -b)=RT

a) Calculer V., et T.sachant qu'ils vérifient simultanément :

2
[35] =0 et %
T=T¢ v

=0
T=TC

p_ RT  a
V-b 2

9P RT 2a J°P 2RT 6a
T =constante: — = — + =

NV (vop? Ve v (vop)® VA

2
siT=Tetv=v, £ _0 et 7P _0
IV

oV?



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3 - Correction

RT  2a RT _2a
- 2 * 3 =0 2 - V3 ( )
(V-b)" V ®<(V—b)
< 2RT 6
2RT3_6<:2=0 - i 2)
(V- v (v-6f v
Division membre a membre :
RT 24
Q/_b)z _\/3:\/;b_\i©3vc_3b=zvc®vc=3b
2RT  6a 2 3
v-b) Vv
Dans (1) : 23 2 33
RT. = 3b—b) <|RT. = —
¢ (3b)3( C 27b'




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3 - Correction

b) En déduire la pression critique P.a I’aide de I’équation de VAN DER
WAALS.

p_ RT _a
V-b 2

RT a 8a a a

P, = - = — <|P. =
Ve=b 2 27bx2b 9gp? 27 b2

C




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3 - Correction

c) En posant :

P = pP, r=ti, V=vV,
Ecrire la nouvelle forme de I'équation de VAN DER WAALS.

a a 8a
— 3bv -b)=—t
(27192 o 9b3 2 )( ) 27b

a 3 8a
— b3V -1)= —t
it P o

(p ; %)(3\/ ~1) =8t




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 3 - Correction

(p ¥ \/3’2)(3\/ 1) = 8t

Montrer que p et t étant évidemment positifs, v doit étre supérieur a une valeur
que I'on précisera.

8t>0 1 v
3 - =3V -1>0 SV>s—<Vv>--<2 V>b
p+—2>0 3 3
74 J
/ f
Car p et t positif Or Vc=3b

v=V+Vc



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 4 :

L'impédance Z d’'une bobine d’inductance L et de résistance R est
donneées par la relation :

Z= \/ R? + 2w avec la pulsation o = 2rf .

On donne : R=10000€,L=30H, f=50Hz.

a. Calculer, en utilisant la différentielle totale, la variation de I'i'mpédance

lorsque R diminue de 100 €2 et que L augmente de 5 H.

Comparer la valeur obtenue a la valeur exacte.

b. Calculer les incertitudes absolue et relative sur Z si AR =+ 50 Q et
AL=+=1H.



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 4 - Correction

Impédance d’une bobine: Z = \/Rz + P02

w = 2xaf
Résistance R = 10000 Q, Inductance L=30 H
Pulsation o , Fréquence f = 50 Hz

Z (R,L) =13741,4133 Q
a. Variation AZ siAR=-100Q et AL=+5H
e Calcul exact:

AZ = Z(Rogn0iLas) ~ £(RiooooiLao) =+ 1094,28 ©



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 4 - Correction

Impédance d’une bobine: Z = \/Rz + P02

* Valeur approchée: différentielle dZ

dz =—dR+———dl Avec dR=-100 et dL= +5

dZ =+ 1005 Q



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 4 - Correction

Impédance d’une bobine: Z = \/Rz + P02

* Valeur approchée: différentielle dZ

R o Am°f°L
dz =—dR+———dl Avec dR=-100 et dL= +5
Ag = 9lax+%9 ay + 9z = Yaxi+ a@fhcly|+ %l g7
X dy 9z % dy 9z

b. Incertitudes absolue AZ et relative AZ/Z si dR= =+ 50 Q
etdL.=+1H

Incertitude absolue: AZ =~ 252 Q



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 4 - Correction

A
—g=SUp

g

99|\
(9X

g
33/

Q
0Z

dg| 1
o

—Ay +|—

-

* Incertitude relative: AZ/Z = 0,018

e Ecriture du résultat:

Z=13700Q2 + 300Qou Z2=(1,37 = 0,03).10° @

AZIZ =2 %




I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 5:

On mesure la période T d’'un pendule par une comparaison a celle T,
d'une horloge astronomique en utilisant la méthode des coincidences.
Si n désigne le nombre d’oscillations complétes séparant deux
coincidences successives, la relation liant T a T, s’écrit :

T=To .
n+1

Sachant que T, = 2, 000000 s a 10 prés et n=5000 + 20, calculer
les incertitudes relative et absolue sur la mesure de T.



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

. . n
Exercice 5 - Correction T=To ——

n+1

To =(2,000000+0,000001) s . T=2x>2%0_ 4 99960008 s
n =5000 =20 5001

* Incertitude relative: AT = supﬂ
T T To et n car ce sont
les deux variables
AT ATy s An - qui varient.
T To n(n+1)
AT = ‘An‘_ n+1 n‘An‘
(n+1)

AT_\ATO\+ An
T Ty nn+1)

=10-%/2+20/(5000+5001)=1,3.10°



I\/. Dérivées et difféerentielles de fonctions de
plusieurs variables

Exercice 5 - Correction

T=Tog —.
n+1

e Incertitude absolue:
AT =13.10°T=2,6.10° s

e Ecriture du résultat:

T =1,999600 s + 0,000003 s ATIT=310"°



Sommaire des exercices

Logarithmes et exponentielles

Dérivées et différentielles - Fonction d’une variable
Etude de fonctions

Dérivées et différentielles - Fonction de plusieurs
variables

Exercices complémentaires



Exercice 1 :

Cochez la ou les expressions exactes.

A Soitl'équation In(x+4)}+In(x-1)=In(6}, ses solutions sont : -5 et 2.

B  Soitl'équation In(x+4}+In(x-1)}=In(6), sa solution est 2.

C i cos(2x)-1 =2

T ox*+5x? 10

D cos(2x)-1 =2
lim,_, =

X5 5

E Les propositions A, B, C, D sont fausses.



Exercice 2:

Cochez la ou les réponses exactes :

A lim,_ ,cos(x)=1

B lim,_ ,cos(x)=J

_— P ecos(x) e
x—0 x2 >
cos(x)
. €. —ie.
D lim,_, ;—=0
X

E Les propositions A, B, C et D sont fausses.



Exercice 3:

Soit la fonction suivante :  g(x) = xe*™ -1 definie sur R

Cochez la ou les réponses exactes :
A La droite x=-1 est une asymptote verticale de la fonction g.
B La droite y=-1 est une asymptote horizontale de la fonction g.
C Oy est une direction asymptotique de la fonction g.
D Ox est une direction asymptotique de la fonction g.

E Les propositions A, B, C et D sont fausses.



Exercice 4 :

Soit la fonction suivante : g(x)=(x — 4)2 +2  définie sur I = |-00,4]

Cochez la ou les réponses exactes :
A La fonction g est une fonction bijective de [ = |-%0,4] sur J=[2,+%|
B La fonction g est une fonction bijective de [ =]-0,4] sur J=]2,+%]
C La fonction réciproque de g est x =4+ \/ﬁ
D La fonction réciproque de gest X = 4 - \/)7—*2

E Les propositions A, B, C et D sont fausses.



Exercice 5:

Soit la fonction suivante f(x) = x2(x - 1)2 +3x
On cherche a déterminer la tangente a l'origine de la courbe f

Cochez la ou les réponses exactes :

A Le coefficient directeur de la tangente est la dérivée de |la courbe au point x=0
B L’équation de la tangente a l'origine de la courbe f est y=3x+1

C La tangente coupe la courbe en un second point qui est M=(1,3)

D La tangente coupe la courbe en un point unique.

E Les propositions A, B, C et D sont fausses.



Exercice 6 :
. . Xy
Soit la fonction : f(x,y,2) = arctan(—]

Z2

Cochez la ou les expressions exactes.

A X
of g B  Ff
B s 9ZOX  IXIZ
1+(2]
Z
4 y X .
La différentielle totale est : Lz + 2—22 gy S xy2
Xy X Xy
1+| = 1+ = 1+ —=-
2 3
& . X 3
— . i 72 2 —2Z°Xy
La différentielle totale est : T dx + ny - dy + ) d
1+|— 1+ —- 14+ —
F - -3

E Les propositions A, B, C, D sont fausses.



Exercice 7 :

On cherche a calculer l'incertitude sur la concentration C d’une substance X,
déterminée a partir d’une pesée d’'une masse m de X, dissoute dans le volume V.
Par définition, la concentration C d’une substance X est egale a

C(m,V)=—"-
M.V
ou M, (qui designe la masse molaire de X) est connue et est une constante.
La valeur m est une valeur expérimentale, pesée a la balance, sa valeur est
donnée a 104 g pres. Le volume V de la fiole jaugée ayant servi a préparer les
solutions est connu (100 mL), l'incertitude sur la valeur du volume est fournie par le

fabricant de verrerie : l'incertitude dV sur une fiole de 100 mL est de 0,71 mL.



Cochez la ou les expressions exactes.

, ) - dm| |dV|
A L'’incertitude relative de la concentration peut étre definie par +
m V
. . o dm| |dV
B L’incertitude absolue de la concentration peut éfre definie par I
m V
C La variation relative de la concentration vaut : dm + av
m V
o _ dm  mdV
D La variation absolue de la concentration vaut : —
MV VM,

E Les propositions A, B, C, D sont fausses



Probléme :

Un laboratoire fabrigue un produit pharmaceutique ; sa capacite de
production ne peut excéder 2.1 tonnes de produit. On note x la masse en
tonnes de produit fabrigué. Le colt de fabrication, en millions d’euros, de x

tonnes de produit est egal a F(x), F étant la fonction suivante :
F(x)=3x+3+(x-3)e”
S7 on note k le prix de vente, en millions d’euros, d’une tonne de produit, alors

P(x)=kx-F(x) donne le profit (ou perte) en millions d’euros realiséfe) apres la

Jfabrication et la vente de x tonnes de produits. On suppose k=3J.

Remarque : €' ~2718282



1. Cochez la ou les expressions exactes.

A (Cette fonction F est impaire.

B Cette fonction F est paire.

C Cette fonction F s’annule en 0.

D Dans le cadre de cette etude, la fonction F n’est déefinie que sur "intervalle

[0;2,1].

E Les propositions A, B, C, D sont fausses.



2. Cochez la ou les expressions exactes.
A F(x)= e"(x-2)
B Lafonction g(x)= e"(X—Z) possede sur [0;2.1] un minimum qui est -e'.
C Lafonction F est strictement croissante sur [0;2.1].

D Lafonction F est strictement décroissante sur [0;2.1].

E Les propositions A, B, C, D sont fausses.



3. Cochez la ou les expressions exactes.
A F'(x)=e*(x-1)

B F n’admet pas de point d’inflexion.
C F admet un point d’inflexion.

D La fonction F est strictement concave sur son domaine de definition

E Les propositions A, B, C, D sont fausses.



4. Cochez la ou les expressions exactes.
A La fonction de profit P est strictement croissante.
B La fonction de profit P est strictement décroissante.

C Le laboratoire pharmaceutique realisera un profit maximum pour x=2

tonnes.

D Le laboratoire pharmaceutique réalisera un profit maximum pour x=2.1

tonnes.

E Les propositions A, B, C, D sont fausses.
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