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|. Théoreme de Rolle

a. Théoreme

Soit la fonction f(x) définie et continue sur [a,b],dérivable sur ]a,b],

telle que f(a) = f(b). Il existe au moins une valeur ¢ appartenant a

]a,b[ pour laquelle f’(c) = 0.

b. Interprétation geomeétrique

A
y C;
En C, et C,, tangentes a coefficient

f(a)=f(b) A B directeur nul: f(cq) =f(cz) =0

C> = tangentes paralléles a Ox et AB




Il. Théoreme des accroissements finis

a. Théoreme

Soit la fonction f(x) définie et continue sur [a,b],dérivable sur ]a,b],
Il existe au moins une valeur ¢ appartenant a ]a,b[ telle que:

(b) — f(a) = (b-a) F(c) ou " 2=T@) _ficy

b-a

y Db. Interpretation géométrique

f(b) s . Coefficient directeur de la droite AB :
C
C.4 | f(b)-f(a) f(b)-f(a)
f(a) A S b - a
b-a +f(cq) = f(cy) coefficient directeur des
o ae e T >  tangentes ala courbe en Ci et C,.

= || existe au moins un point C de la courbe AB ou la tangente est
parallele a la droite AB.




Il. Théoreme des accroissements finis

c. Autres notations

* f(b) =f(a) + (b-a) (c) avecce&l]a,b|

«+ Sib proche de a, on écrit b=a+h =b-a=h
Comme c € Ja,a+h[, c=a+6h avec 6 € ]0,1]

f(a+h) = f(a) + h f(a+0h) avec 6 €]0,1]

Formule d’approximation a l'ordre 1

f(a+h) = f(a) + h f(a) au voisinage de a




Il. Théoreme des accroissements finis

Exemples

Calculer une approximation a I'ordre 1 des fonctions suivantes

In(1+h) au voisinage de 1

e" au voisinage de 0



Il. Théoreme des accroissements finis

In(1+h) = h au voisinage de 1 (avec a=1,b=1+h)
f(a+h)="f(a)+hf'(a)

donc In(1+h)=In(1)+hIn"(1) Ici, a=1
=0+hx1
=h



Il. Théoreme des accroissements finis

e" ~1+h au voisinage de 0 (avec a=0, b=h)

f(a+h)="r(a)+hf'(a)
donc %M _¢ +h( )

=1+ h

!



Il. Théoreme des accroissements finis

d. Application : méthode numeérique de dérivation

+ Courbe expérimentale décrite par les pointsM; de coordonnées x; et y;
(yi mesurés pour différents x;)

Expression analytique y=f(x) inconnue.

A
y M,
Y2
y M 1
0 X1 TC1 X2 X
(X1+X2)/2

La dérivee f'(x) sera calculée point par point en utilisant le théoreme
des accroissements finis.




Il. Théoreme des accroissements finis

d. Application : méthode numeérique de dérivation

Entre deux points consecutifs M(x4,y1) et

Ma(X2,Y2):

A
y M,
y2 \
y =M !
0 )k1 1 X2

(X1+X2)/2



Il. Théoreme des accroissements finis

d. Application : méthode numeérique de dérivation

Entre deux points consecutifs M(x4,y1) et

Ma(X2,Y2):

A
y M,
Y2
y =M !
1 e
0 )k1 1 X2

(X1+X2)/2



Il. Théoreme des accroissements finis

d. Application : méthode numerique de dérivation

Entre deux points consecutifs M(x4,y1) et

Ma(X2,Y2):

on calcule la valeur de |la dérivéee en un point
iIntermediaire

C1 de coordonnées exactes inconnues

y A
y2_y1 =f'(C1) y2
X2 = X1
valeur de la dérivée en C\E]X1,X2[ Y1

Coeff directeur de latangente en C1 = f’(C1)

On approxime en disant que MiM2 tend vers la 0 X1 P X2
tangente (cf chap 3) (X1+X2)/2



Il. Théoreme des accroissements finis

d. Application : méthode numeérique de dérivation

Comme M, et M, sont proches, on remplace I'abscisse par la
valeur approchée éegale a la moyenne des abscisses de M, et M.,,.

X1+ X —
C1=“‘x1+x2 s pl X1t X2 _ YoV
2 Xo — X4

* La courbe deérivée passe par le point y 4

M,
M4, de coordonnées: Y2

M 1

D

. X1+ X Y1 ;

abscisse 21— 22 x
ordonngée Y2=¥1 0 X P X5

X2 — X4

(X1+X2)/2



Il. Théoreme des accroissements finis

d. Application : méthode numeérique de dérivation

A partir de n points M;, on calcule (n-1) points M; pour la courbe
derivée.

L'approximation est d’autant meilleur que I’écart entre les points
successifs est petit (cf. définition de la derivée).

A
y M,
Yo

M

(X1+X2)/2



Il. Théoreme des accroissements finis

Application soit la fonction définie par les points
suivant:

BWN—OX
—
oloh|=~0|<

1) Tracer la fonction
2)Tracer sa dérivée
3)Conclure



Il. Théoreme des accroissements finis

1) Tracer la fonction

lllll
0000000



Il. Théoreme des accroissements finis

1) Tracer la fonction

0 5 10 15 20 25 30 35

(X1,Y1) (X2,Y2) C1 F'(C1) . /
(0,0) (1,1) (X1+X2)/2=0.5.1(Y2-Y1)/(X2-X1)=1 \ y
(1,1) (2,4) 1.5 m —\ //
(2,4) (3,9) 2.5 5 1 -

(3.9) (4,16) 3.5 7 —




Il. Théoreme des accroissements finis

3)Conclusion:

f(x)=x? Vérification :
f(x)=2x

0000000



Il. Théoreme des accroissements finis genéralisés

Soient f(x) et g(x) deux fonctions définies et continues sur [a,b],

dérivables sur ]a,b[. Si g(x) ne s’annule pas, il existe une valeur c
f(b)-f(a) _fc)

g(b)-g(a) g'(c)

appartenant a ]a,b[ telle que

Conséquence: Regle de ’'HOSPITAL

Soient 2 fonctions f(x) et g(x) telles que: I|m f(x)=lim g(x)=0

—a X—a
alors |lim M 9 forme indéterminée
x—ag(x) O
. . , .. F'(x) e
Si les fonctions sont dérivables et si lim =/ limite finie alors
x—ag'(X)
f(x)
lim ——~ =/ (réciproque fausse)

x—a g(X)




Ill. Théoreme des accroissements finis genéralises

Remarque : Itération du procédé

Si lim () =9 forme indéterminée, et si f(x) et g'(x) dérivables,
x—ag'(X)

on calcule les dérivées secondes:

si lim (x) =/ = |lim () =/¢ = |lim f(x) = ¢ et ainsi de suite....
x—ag"(X) x—ag'(X) x—a g(X)
Application :

Calculer les limites des fonctions suivantes :

sin(x) jim, ., In(x

X% +3x 1 -x

Ilmx_,o



Il. Théoreme des accroissements finis genéralisés

Correction :
* limy_g szln(x) on a bien une forme indéterminée 0/0
+ 3X
. cos(x) 1 : . , :
or lim, _,o x+3 "3 donc en appliquant la regle de I'Hospital
+

on obtient : lim,_,q szln(x) 1
+ 3X 3

*lim,_,, In(x)
1- X
Regle de I'Hospital

. 1/ x
IImX—>11— = -1



V. Sens de variation des fonctions

Soit la fonction f(x) continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b|.

Sens de variation de la fonction: étude du signe du taux de variation

Ay _f(x)-1(xp)
AX X —Xg

au voisinage de Xo.

Par application du theoreme des accroissements finis, on démontre
gue lI'on peut remplacer I'étude su signe de Ay par I'étude du signe
de la dérivée F(x,) . Ax

Théoréme 1

Si f est fonction constante sur [a,b], alors f'(x)=0 Vx € ]a,b[
Si f est fonction croissante sur [a,b], alors f'(x)=0 Vx € Ja,b[

Si f est fonction décroissante sur [a,b], alors '(x)=0 ¥x&Ja,b]




V. Sens de variation des fonctions

car  f(xg)= lim f(x)-1(Xo)
x—=xg X—=Xp

Théoréeme 2

Sif'(x)=0 Vx €]a,b[, alors f est constante sur [a,b]

Si f'(x)=0 Vx € ]a,b[ , alors f est croissante sur [a,b]

Sif(x)=0 Vx €]a,b[, alors f est decroissante sur[a,b]

car f(Xz)—f(X1)=(X2 —X1)f’(C) o ]X1!X2[

Remarque : Quand la fonction est croissante ou décroissante, la
derivee premiere peut s’annuler en des points isolés = points a
tangente horizontale.




V. Sens de variation des fonctions

Extremum

« Si f(x) présente un extremum pour x=x, et sif(xo) existe, alors f(xq)=0

% Xo €st un extremum de f(x) si:
a.la dérivée s’annule pour x=xq: f(Xx)=0
b.la dérivée f'(x) change de signe au voisinage de X, pour X<Xg
et Xx>Xo.

» y=x" dérivée premiére y' = 2x s’annule avec
changement de signhe pour xq=0.

15 20 25

= la fonction y=x" présente un extremum en
Xo=0; -
En ce point yo=0 (minimum). ° -




V. Sens de variation des fonctions

 y=x" dérivée premiére y'=3x” s’annule sans
changement de signe pour x,=0.

s la fonction y=x" présente un point (xo=0;
yo=0) a tangente horizontale.




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

a. Concavité - Convexité

L'arc AB tourne sa
concavité vers les y

y 1 B positifs s’il est situé en
Q dessous de la corde AB
A avec MQ > 0. f est alors
@ dite convexe sur [a,b]
L’arc AB est alors
£ P . situé au dessus de
O" a X b
toute tangente avec

PM>0.



V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

L’arc AB tourne sa

4 H concavité vers les y

négatifs s’il est situé au
M B dessus de la corde AB
> avec MQ < 0. f est alors

dite concave sur [a,b]

L’arc AB est alors
A situé en dessous de

= > toute tangente
O' a X b avec PM <0 .



V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

b. Intérét su signe de la dérivée seconde

Soit la fonction f(x) définie sur [Xg,X4], continue et dérivable a I'ordre 2
sur cet intervalle .

.4 Ax =dx = x;—-Xg et Ay = Af =f(xq)-F(Xo)
M /(C —

f(x1)h 1/(0) *  HP =dy = f(Xo) dx = (X4-Xo) f'(Xo)

Ay p (1)

M 0 dy
f(XO)' —704 Idx H
< - >
0O Xo Ax X1 X




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

b. Intérét su signe de la dérivée seconde

Soit la fonction f(x) définie sur [Xg,X4], continue et dérivable a I'ordre 2
sur cet intervalle .

.4 Ax =dx = x;—-Xg et Ay = Af =f(xq)-F(Xo)
M ” N

£l 1/(©) +  HP =dy = f(xo) dx = (x1Xo) F(Xo)

Ay T x  HMq= Ay = f(x1) — f(Xo)
foxo) 0y

dx H
< > .
0O Xo Ax X1 X




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

b. Intérét su signe de la dérivée seconde

Soit la fonction f(x) définie sur [Xg,X4], continue et dérivable a I'ordre 2
sur cet intervalle .

.4 Ax =dx = x;—-Xg et Ay = Af =f(xq)-F(Xo)
M . _
f(x)l 1/(C) «  HP = dy = F(xo) dx = (x1Xo) f(Xo)
Ay (!,13 ( x  HM4= Ay = f(x1) — f(xo)
M 0 y R
f(Xo) Y #/04 = " H > PM4i= Ay — dy = g(x) AX
5 e e X v.g PM 4= [f(X1) — f(X0)] — [(X1-X0) f'(Xo)]




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

e 1ere utilisation du th. des accroissements finis
dc € Jxo, x4[ tel que f(x1) —f(xo) = (X1-Xo) F'(C)
PM 1= [(x1-Xo) F(C)] = [(x1-X0) T (X0)] = (x4-Xo) [F(C) - F(x0)]
e 2éme utilisation du th. des accroissements finis
dde]xe,c[ telque f(c)—Tf(Xy) = (c-Xo) f(d)

PM1 = (x1Xo) (c-xo) T'(d)avec  (x1-Xo) (C-Xo)>0

signe de PM+ = signe de f’(d) = signe de f’(xo)l

La recherche su sens de concavité est donc ramenée a I'étude
du signe de la dérivée seconde.



V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

Si f est dérivable a I'ordre 2, sa courbe représentative est :
- convexe sur la.bl si Vx&la.bl f°(x) >0
- concave sur ]a,b[ si Vx&]a,b] f'(x) <0

De plus, si f” s’annule en changeant de signe, la concavité

change de sens : le point correspondant est un point
d’'inflexion.




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

e Courbes présentant un point d’inflexion My

En My, la courbe traverse sa tangente




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

* Remarque: signe de la dérivée seconde aux extremums

Maximum f(xy)=0 et f’(xy)<0

Y 4 X X
o) = y’ + 0 -
oo
. | Y /
@) XM X
y” _ - -
Minimum f(x,)=0 et ’(x.,)>0
Y a X Xom
\_ / y | - 0 #
f(Xm) 'm y \ /
@) Xm X f(Xm)
Yy’ + + +




V. Signe de la derivée secondes - concavité,
convexite et points d’inflexion de la courbe

Application :

Etudier les variations de la fonction définie par f(x)=2x/(x+3).

Tracer son graphe.



V. Signe de la derivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

Application - Correction
1)Df=R\{-3}
2)f n’est ni paire ni impaire
3)points particuliers évident de la courbe :
f(0)=0 et f(x)=0 implique x=0
4)f(x)=6\(x+3)*>0 : donc f est strictement croissante sur Df

5)f’(x)=-12\(x+3)°, f’(x) ne s’annule pas donc f n"admet pas de
point d’inflexion.

Par contre, f’(x)>0 sur ]—oo,—3[et f(x)<0 sur ]-3,+oo[ donc f est convexe

sur |-o,-3 [et concave sur ]—3,+oo[



V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe
Application - Correction
6) Tableau de variation

My vo F(X) = 2

lim ___f(x) =+

im ., f(x)=—o X — 3

x—3*
f’(x) + +

f(x) / /




V. Signhe de la dérivée secondes - concavité,
convexité et points d’inflexion de la courbe

Application - Correction

7)la droite y=2 est asympote horizontale en + oo €t -o.
lim,_,... f(x)=2" graphe en dessous de asymptote en +x

lim,_,_, f(x)=2" graphe au dessus de asymptote en -
f(x)=2x/(x+3)

o |
e |
|

8)Représentation graphique : _ﬁ

Convexe car >0 K—'l

v
[

Concave car f’é(‘f o A S
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