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|. Définition et théoreme fondamental
a. Définition
Soit la fonction f(x) définie sur [a,b], continue en X, et dérivable en X :

= f(x)-f(xg) = (x - xo)[f'(x0) +£(x)] avec lim &(x)=0
X—>XQ

en remplacant : Ax = x-xg et Ay =Af=f(x)-f(xg)

Ay = Ax[f'(xg)+#(x)] avec Alimog(x) =0

Ay = Ax.f(xg) + Ax.e(X) avec Iim0 e(x)=0
AX—

e Par définition, Ax.f(xo) est la différentielle de f en xy notée dfxg:

dfxo = AX. f’(Xo) = dx. f’(Xo)



|. Définition et theoreme fondamental

e Par définition, Ax.f(xo) est la différentielle de f en X, notée dfxp:

dfxo = AX. f’(Xo) =dx. f’(Xo)

Ax est un accroissement infiniment petit de x (indépendant de x).
Il peut aussi étre noté dx .

mais Af=Ay et df=dy sont deux grandeurs différentes

 Conséquence:

Ay=dy + Ax .e(x) avec lim &(x)=0
Ax—0

Af =df + Ax . g(X) avec lim g(x)=0
Ax—0

* D'une maniere générale: differentielle de f en Xx

df = dy = f(x) dx V x ou f est dérivable
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Application :

Calculer la différentielle des fonctions suivantes :
y=sin(x)

y =x
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Application - Correction

* y =sin(x) = dy = cos(x)dx

* =\/;=>d ——dx
4 Y= olx



|. Définition et theoreme fondamental

Notation de Leibniz de la dérivée

af dy

)= = 2L =y (x)
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Notation de Leibniz de la dérivée

F(x) =

af dy

= X
dx  dx y(x)

b. Interprétation géeometrique

N + Coefficient directeur de la tangente (T)
y (repere orthonormé):
M/(‘)
f(x) & tan og = HP = Zy = gf =f'(xg)
Ay xp (D MOH " "
Mo 0 o
OO G ‘dx "
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Notation de Leibniz de la dérivée

af dy

)= = 2L =y (x)

b. Interprétation géeometrique

N + Coefficient directeur de la tangente (T)
y (repere orthonormé):
M /(C)
f(x) & 4 tan og = HP = Zy = gf =f'(xg)
Ay Aﬂ) MOH 8 8
; o
0 0 — = =f
o) ¥ ./Md - A *  HP=dy =f'(xg)dx
P- >
@) Xo AX X
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Notation de Leibniz de la dérivée

daf dy

f'(x)=— =
(x) dx  dx

y'(x)

b. Interprétation géeometrique

N + Coefficient directeur de la tangente (T)
y (repere orthonormé):
M /(C)
f(x) & / tan o = HP = dy = df = f,(XO)
MyH dx dx
Ay s (@

> " * HP =dy = f'(xp)dx

: \* HM = Ay = f(x)—f(xg)

- >
@) Xo AX X
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Notation de Leibniz de la dérivée

af dy

)= = 2L =y (x)

b. Interprétation géeometrique

4 + Coefficient directeur de la tangente (T)
' (repere orthonorme):
M /(C)
) & 4 tan oq = HP_ _ Zy _ gf Flxe)
Ay P (T) MOH X X
dy D _ T
f(0)] J« d Y., *  HP =dy =f'(xq)dx
« HM = Ay = f(x)-f(x)
> >
) Xo AX X

« PM = Ay —dy = &(X)Ax
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Notation de Leibniz de la dérivée

F(x) =

af dy

= X
dx  dx y(x)

b. Interprétation géeometrique

Pour une variation Ax de la variable:

Ay variation sur la courbe
dy variation sur la tangente

a la courbe enMq
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c. Théoreme fondamental

Sif(Xg) = 0, Ay et dy sont deux infiniment petits
équivalents quand Ax tend vers 0.

On démontre que: |im Ay =1
Ax—0 dy

Ay = Ax.F(xg) + Ax.e(x) = dy + Ax.e(x) avec AIim0 e(x)=0
X—

ﬂ=1+ e(x)Ax =1+ S, avec lim &(x)=0 et f(xq)=0

dy f'(xg)Ax  F'(xg) AX—0
Donc Ilim Ay =1
Ax—0 dy

La différentielle dy réalise une approximation de la variation de la
fonction Ay (quand Ax est trés petit)
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Exemple :

Comparaison de Ay et dy pour la fonction y =f(x) = x

Ay =f(x+ Ax)-1f(x)
avec f(x+Ax)=(X+Ax)? = x% + 2X.AX + (AX)? = f(X)+2X.AX + (Ax)2

AY = 2X.AX + (Ax)?

dy = f(x) dx = 2x dx

Si Ax tres petit : Ax =dx = 2xAx=2x.dx=dy
Ay = dy + (Ax)*
Ay ~ dy si (Ax)® négligeable devant 2xAx = quand Ax—0



Il. Différentielle d’ordre supeérieur

Soit la fonction f(x) dérivable a 'ordre n
* Differentielle (d’ordre 1)dy = f(x) dx
+ Différentielle d’ordre 2

d(dy) = d[f(x)dx] = [["(x) dx].dx = f'(x).[dx]*
d2y = f’(x).dx?

« Différentielle d’ordre n d"y = f™ (x).dx"

=> Notation des dérivées successives de f(x)
d"f

4 2
d[f (X)] _ d f o f(n)(x)=
adx dX2 dx"

f(x) =g—;, f(x) =




I1l. Opérations sur les fonctions différentiables

Soient les fonctions différentiables f(x) et g(x) de différentielles:
df = f(x).dx et dg = g’(x).dx
a.Somme de fonctions
d(f+g) = [f(x)+g(x)]".dx = [ (x)+g’(x)].dx

= f(x).dx + g'(x).dx = df + dg

b.Multiplication par un scalaire
Soit le scalaire A€ R

d[Afl= [MT.dx = [ F()].dx = A df



I1l. Opérations sur les fonctions différentiables

Soient les fonctions difféerentiables f(x) et g(x) de différentielles:

df = f(x).dx et dg=g’(x).dx
c.Produit de fonctions

d[f.g] = [f(x).9(x)I".dx = [f'(x).g(x) + f(x).g"(x)].dx
= 1(x).g(x).dx + f(x).0'(x).dx = g.df + f.dg

d. Quotient de fonctions

dx fg-fg _dX=g.fdx—f.gdx

g* g°

avec g(x) =0

2

dH= gdf -1dg9 y tel que g(x) = 0
9



IV. Différentielle logarithmique (DIF. LOG)

a. Définition

Soit f(x) fonction difféerentiable.

En tout x ou f(x) = 0, la fonction In|f(x) | est différentiable.

On appelle différentielle logarithmique de f(x), la différentielle de

In | f(x)]| :

]’.dx _ f'(x).dx _ df
f(x) f

d[Inf(x)] =[Inf(x)

Y x tel que

f(x) = O

Exemple : Calculer la différentielle logarithmique des fonctions suivantes

f(X) _ esin(x)

g(x)=2x+1



V. Différentielle logarithmique (DIF. LOG)

f(X) — esin(x)

(x)dx cos(x)eS"Xdx

d(In(f(x))) = f F(x) oSin(x)

= COS XdXx

Vérification :

y = 3" = In(y) = sin(x)
= d(In(y)) = d(sin(x)) = cos(x)dx

d(In(y)) = d7y = cos(x)dx



V. Differentielle logarithmique (DIF. LOG)
g(x)=2x+1

din(g() -9 T - 2 o




V. Différentielle logarithmique (DIF. LOG)

b. Propriétes
Soient f(x) et g(x) différentiables, avec f(x) = 0 et g(x) = 0.

dg

Différentielles logarithmiques: dfInf|] =°;f et d[ing| = ;

% Produit de fonctions

y(x) = f(x).g(x) = Iny(x) = Inff(x) +Ing(x)

dy_df+dg
y f g

d[Iny(x)]| = d[Inf(x)|] + o[ Injg(x)]

DIF. LOG. du produit = somme des DIF. LOG.




V. Différentielle logarithmique (DIF. LOG)

b. Propriétes
Soient f(x) et g(x) différentiables, avec f(x) = 0 et g(x) = 0.

dg

Différentielles logarithmiques: dfInf|] =°;f et d[ing| = ;

+* Quotient de fonctions

f(x)

y(x)=="2 = Iny(x) = Inif(x) - Injg(x)
g(x)
d[Inly (x)[] = d[Inlf(x)] - d[Ing(x)] c;i/ _ c;f ] c:]g

DIF. LOG. du quotient = différence des DIF. LOG.




V. Applications des différentielles et
différentielles logarithmique

D’apres le théoréme fondamental, si Ax trés petit :

a.la differentielle dy réalise une approximation
de la variation de la fonction Ay quand x varie

de AXx

b.la differentielle logarithmique d[InM]

e
y

réalise une approximation de la variation

relative de la fonction

Ay
y

guand x varie de Ax

(utilisable si y sous forme de produit, quotient, puissance)

C’est la base des calculs d’incertitudes en physique
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