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|. Définitions

Soit une fonction f continue et strictement

monotone sur un intervalle [a,b] de . Elle prend,

une fois et une seule, toute valeur réelle

comprise entre f(a) et f(b).
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|. Définitions

Soit une fonction f continue et strictement

monotone sur un intervalle [a,b] de . Elle prend,

une fois et une seule, toute valeur réelle

comprise entre f(a) et f(b).

On dit que f est une bijection de l'intervalle [a,b]

sur l'intervalle [f(a),f(b)]. Elle admet donc une

bijection réciproque 1 de Tlintervalle
[f(a),f(b)] sur l'intervalle [a,b] .

y=fx)Vxel| < x=f1(y)VyeEf]

Par extension, l'intervalle | peut étre ouvert ou semi-ouvert.



Il. Proprietés

1.f o f est I'application de l'intervalle | sur lui-méme car

Ffx)] =x Vxe I

2. fo f lest I'application de l'intervalle f(I) sur lui-méme car

fIf(y)] =y Vyef(I)

3. Si f est continue strictement monotone sur
un intervalle | (borné ou non), f admet une

fonction réciproque f~'continue strictement
monotone sur f(l) et variant dans le méme
sens que f.



Il. Proprietés

4. Dans un repére orthonormé&, les courbes
représentatives de f et f-'sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice des axes.

Pour la représentation graphique, on écrit la

fonction réciproque sous la forme Y = f7(Xx).




Il. Proprietés

4. Dans un repére orthonormé&, les courbes
représentatives de f et f-'sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice des axes.

Pour la représentation graphique, on écrit la

fonction réciproque sous la forme Y = f7(Xx).

'

m—

y=\

x=In(y)




Il. Proprietés

Exemple :
Déterminer la bijection réciproque de la fonction :
f:R-{2} = R-{1}

X+1
X-2

X —




Il. Proprietés
Correction :

F est une bijection, de bijectoin réciproque g déginie par :

g:R-{1} =R-{2}

oV +1
y —»<LT
y -1
Car:
v =" ix-2)= x+1
X-2

< YxX -2y =x+1
< x(y-1)=2y +1

2y +1
y -1

<< X =



Il. Proprietés
Application :

Exercice : Pour chacune des fonctions suivantes :
* Prouver que ce sont des bijections de I sur un
intervalle J a préciser.
* Donner leur bijection réciproque.

X-2

1) = X +1

avec | = ]-1 ,+oo[

b) g(x) = (x -5)° +4 avec | = |-»,5]

X -X
o) h(x) =2 _29 avec |=R




Il. Proprietés

 Correction :

a) f(x) = X=2 svec = [+
X +1
f est une bijection car :
f,(x)=x+1—x+2= 3 >0

(x+1)?%  (x+1)?

Donc f est strictement croissante sur I, de plus, f est
continue sur I ce qui implique par le théoreme de la
bijection que f est une bijection de I sur J=f(I).



Il. Proprietés

 Correction :

a) f(x) = X=2 avec = -1+
X +1
Calcul de J :
lim f(x)x_>_1+ = _0—3 = —00
: . 1-2/x
I|mf(X)X_>+OO = I|mx_>_|_Oo m = 1

donc J = ]—00,1[ Avec f~ :]—00,1[ — ]—1,+oo[




Il. Proprietés

 Correction :

a) f(x) = ’;f avec | = |-1,+o|

Calcul de la fonction réciproque :

X-2
X+1

y =
S YX+Y=X-2

< x(y-1)=-y-2

< X = = car X = 1




Il. Proprietés

Correction :
b) g(x) =(x -5)° +4 avec | = |-»,5]
g est une bijection car :

g' (x)=2(x-5)<0

Donc g est strictement décroissante sur I, de plus, g
est continue sur I ce qui implique par le théoreme de
la bijection que g est une bijection de I sur J=g(I).

Calcul de J :
limg(x) . =4 -
lim g(x)i_joo — 400 donc J = [4’+OO[ Avec g L Z[4,+OO[ — ]—oo, 5]




Il. Proprietés

« Correction :
b) g(x) =(x -5)° +4 avec | = |-»,5]

Calcul de la fonction réciproque :

y=(x—5)2+4<i>(x—5)2 =y-4
< X-5=-y-4 carx-5<0pourxel

<IX=5-4y-4




Il. Proprietés

 Correction :

X -X
o) h(x)="2 ‘29 avec 1=R

h est une bijection car :
exp(x) croissante, -exp(-X) croissante (car exp(-x) déecroissante)

Donc h est strictement croissante sur I, de plus, h est
continue sur I ce qui implique par le théoreme de la
bijection que hest une bijection de I sur J=h(I).

Calcul de J :

I|m h(x)x—>_oo =—-x donc J = ]_OO,+OO[



Il. Proprietés

 Correction :

X -X
o) h(x)="2 ‘29 avec 1=R

Calcul de la fonction réciproque :

X -X
y=e _26 s>ef-e =2y

< (6X)% -2yeX -1=0
e X% -2yX -1=0
A=4y2+4>0

X1_2y—2w/y2+1
- 2

= y —+/y? +1impossible car <0



Il. Proprietés

 Correction :

X -X
o) h(x)="2 ‘29 avec 1=R

X o 2y+2w/y +1 -y /y 1

si y>0 '\/y +1>w/y =ydoncx=|n(y+w/y2+1)
si y<0 w/y2+1>w/y2 =ydoncx=|n(y+w/y2+1)

h'"R—=R
Avec

hl:ix— In(x+\/x2 +1)




ll1l. Fonction arc sinus

arc sinus

sinus —

- -
- W Er v = mm owm e ke W o w -

Fonction réciproque de la fonction SINUS qui est continue strictement

. . 7T T
croissante sur l'intervalle [- §,+ E]

y = Arc sin x X =s8Iny

VxE [1,+1] VyE[—%& %]



V. Fonction arc cosinus

arc cosinus

e

y =cosx

Fonction réciproque de la fonction COSINUS qui est continue
strictement décroissante sur l'intervalle [0 , ]

y = Arc cos X X =COS Yy

Vxe [-1,+]1] Vyé&|[o ]



v. Fonction arc tangente

' Ay | |
. I
I’l o D1 /
/ : Y' g""/ 1 /
/o / /
‘“""‘/1"7““"1:“""//“7:‘ """""""" /
. 2 S
/ f /’/ i /
;o W /
/ | : /
/ ! - L X
AR YA
L/ 4 : /
'/ ,/‘/ : //
tangente v 7 >/
—————— VAR AR D PSR S A ——
/ >/ F3 v/

/ L ]

I ¥ f

l | A

Fonction réciproque de la fonction TANGENTE qui est continue
strictement croissante sur ['intervalle ]- Z,+ er[

y = Arc tan X X =tany

VXE]-OO,‘I‘OO[ Vye]_%a-l- %[



VI. Fonction exponentielle

]
!
|
4 |

Fonction réciproque de la fonction LOGARITHME NEPERIEN qui
est continue strictement croissante sur l'intervalle ] 0, +o [

y=expx =eX x=Iny

VXE ], +0 Vy€e ]0,+0]



VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Définitions

Soit un nombre a strictement positif et différent de 1.

y=a"V x&€]-o,+ [ fonction exponentiellede base a

<

x=log,y V ye]0,+ o[ fonction logarithme
de base a




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions logarithmiques (a>0 et a #1)
* Définition
=log .x —In—x
y ga Ina

fonction définie, continue, dérivable V x& ]10,+ o[

* Dérivée
y' 1
xlna

y' a le signe de In a (positif si a>1, négatif si 0<a<1)



VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions logarithmiques (a>0 et a #1)

* Tableau de variation et graphe

a>1 O<a<1
X 0O 1 a+x X 0O al +
+ 00 0 00
In x M In x /
—00 —C0
1 + + o 1
log, x = ln_x V >og X = ln_x N‘
“ Ina ? Ina —
— /




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions logarithmiques (a>0 et a #1)

* Tableau de variation et graphe

na

a>1 O<a<l
X 0 a + X O al +x
+ 00 0 00
In x In x /
— 00 — 00
1 +o0 4+ 1 ~
Inx 0/v Inx N >
log, x =— log, x = —— _ 00




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions logarithmiques (a>0 et a #1)

Asymptote: Axe Oy

(quand x — 0, log,; X — £ x)

Direction asymptotique: Axe Ox

(quand X — + %, logy X— £
log, x 0)
X

et




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions logarithmiques (a>0 et a #1)

* Relations

pour u, v rééels strcitements positifs et r rationnel

log,(u.v)=logyu + log v

u
log, — =log, u-log, v
vV

I —
log,u' = r log,u



VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions logarithmiques (a>0 et a #1)
* Relations

Changement de base (b>0,b = 1) : x>0

0, = Inx Inx Ina - log, x.log, a= log, X
°"“Inb Ina'nb 2P 1og, b
/\na/1 1
logb a = = =
Inb Inb loga b
donc In a

.log b .logpa =1



VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

1. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1)

* Définition

Ina\x xlna
)" =€

y=a* =(e
fonction définie, continue, dérivable V. x €] -0+ o[
+ Derivee

xlna

y' = lnae*"? =a*.lna

y' a le signe de In a (positif si a>1, négatif si 0<a<1)



VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

2. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1)

* Tableau de variation et graphe

Le sens de variation de y = a* se déduit de celui
de la fonction réciproque x = log,y .
Dans un repere orthonormé, son graphe est

symeétrique de celuide Y =logg X par rapport a

la premiere bissectrice des axes.



VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

2. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1)

* Tableau de variation et graphe

a>1
X e B 0 1 + o X — o 0 1 + o0
A + o0 1

y = aX 1 y = ax \a. O
o lim a¥=0 lim a* =+ s lim a*=0 lim a™ =+

Limites X—»—00 X—>+00 Limites |x—+w X —>—a0

lim a~/x =+ lim a™/x=-w
X—>+o0 X—»—00




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

2. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1)

* Tableau de variation et graphe

a>1
X — 0 1 + o X — o0 0 1 + o0
a___,+ o 1
y = aX O 1 y = ax \a. [
o lim a¥=0 lim a* =+ s lim a*=0 lim a™ =+
Limites X—»—00 X—>+00 Limites |x—+w X—3—00
lim a~/x =+ lim a™/x=-w
X—>+c0 X—>—00




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

2. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1) v
[ y=e*
el-- )
Asymptote: Axe Ox { /y=aX
at--,1
S
/' ,:
------ ol 1 X
Direction asymptotique: Axe Oy
y |




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

2. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1)

* Propriétés
Soient a>0, a=1 et b>0, b=1, quels que soient x et x' réels,
on peut écrire :

1
1 ' -X
aX gX =a(x+x ) a =—x

Q




VII. Fonctions logarithmes et
exponentielles de base quelconque a

2. Fonctions exponentielles (a>0 et a #1)

* Expression d’un nombre sous forme
d’exponentielle ou de logarithme

*¥m>0 m = al09a(m) = gIn(m)
Conséquence : y = aX =[e/N(@) X = ¢xIna

*VYmeERm=logg [aM ] =In[eM ]



VIIl. Applications

logs 8 ="7

Iog,,(3) =7

o-In2) _ 9

log 3(27)
2 (1/72)°{125 2



VIII. Applications - Correction

- 1
_In(8) log,(3) = In(3) e~ N2) _ gln( p 27 1=
1095 8 = In(5) g In(7) 2
In(12275) |n(27)
27 xIn(2) 125)
2'09(1/2)3(125) _ gh(i2)? _ g-3I(2) In(2)
In(33)-In(53)
-e Rappel :
_ e—ln3 ><eIn(5) 2x=gXIn2
In a
_5/3 logb a =

In b



VIIl. Applications

Résoudre les équations et inéquations :

1) e?* +3eX -4 =0

2) 4e%* < 3e* +1

3) In(2-5x) =0

4) 2In(x-4)=In(x)-2In(2)

sy 2X 3| <0
5x+1



VIII. Applications - Correction

1) e?X +3e*X-4=0

On pose X = e* et on obtient :
X?+3X-4=0e ..o X=10ouX=-4

X =1< x=0 et X =-4 impossible car e* >0

Conclusion : la solution est x=0



VIII. Applications - Correction
2) 4% < 36X +1

On pose X =e* et on obtient :
4X?% <3X +1e ... 4X? -3X -1<0
A=9+16=25

Les racines de ce polyndme sont : X=1 et X=-1/4
D’apres la régle connue (signe de a (a=4) a I’extérieur
des racines on obtient :

—1<X<1
4

I’inégalité de gauche est toujours vraie car X = e*>0

0

de plus X<l < e <e” < x <0

Conclusion : les solutions sont telles que x<0



VIII. Applications - Correction
3) In(2-5x) =0

In(2—5x)=0®2—5x=1®x=%



VIII. Applications - Correction

4) 2In(x-4)=In(x)-2In(2)

Domaine de résolution :

x-4>0
< x>4
x>0
Résolution :
n(x=42 =in| X | & (x-42=Xox2->x116-0
22 4 4

2
A = (3:’) -4 x16 = ?—g les solutions de cette €quation sont :



VIII. Applications - Correction

4) 2In(x-4)=In(x)-2In(2)

33, |65
4 V16 _33 1~z _
ol 2 8 '8

4 116 _3.14
2

Finalement seul x, est solution de 1’équation car x, <4

X2=



VIII. Applications - Correction

5) In(ZX — 3) <0

5x +1

Domaine de résolution :

2x -3
5x +1

>0 x<-1/50ux>3/2

Signe -1/5 3/2
2x-3 - -
5x+1 - +
2x-3
S5x+1

+ |+




VIII. Applications - Correction

5) In(ZX — 3) <0

5x +1
Résolution :
n 2x -3 <0@2X_3<1 ®2x—3_1<0®—3x—4<0
5x +1 5x +1 5x +1 5x +1
Signe -4/3 -1/5
-3x-4 + - -
Sx+1 - - +

35



VIII. Applications - Correction

5)In 2x =3 <0
oX +1

Conclusion :

Dy = ]—OO,—1/ 5[ U ]3/ 2,+00[ on peut donc en conclure que :

S = |-o0,-4/3[ U3/ 2,+oq
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